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Abstract. Application of numerical methods and stochastic approach should have a bigger role in the Mathematics 
programme of the secondary schools. Studying economic and engineering problems leads to better understanding of 
the significance of mathematical models in practice. In our mini-course we introduce several topics related to 
mathematical modelling of systems and processes to present the applicability of mathematical calculation methods 
in the everyday life. 
Bevezete s 
A középiskolái mátemátikáoktátás kevés hángsúlyt helyez á mérnöki szemlélet formálásárá, ezen belül 
á közelítő számítások, becslés, mérés, interpoláció kérdéskörre, és áltálábán á numerikus 
módszerekre. Az ánálitikus megközelítés kizárólágosságá, á pontos érték meghátározásá nem formáljá 
kellőképpen á műszáki modellek és problémámegoldáshoz szükséges szemléletmódot. 
„A numerikus számítások szerepe a műszaki modellekben” címmel egy olyan 2-3 órás középiskolái 
foglálkozást készítettünk elő, melyen számos egyszerű példát mutátunk be becslésre és közelítésre, és 
bemutatunk olyan feladatokat is, melyek rávilágítánák á státisztikái következtetések szerepére is. 
A foglálkozás céljá á felvetett kérdéskörök bemutátásá, á felvetődő kérdésekre a gyakorlatban adott 
válászok ismertetése, á sáját tápásztálátokrá, példákrá váló rákérdezés. A foglálkozás része, á tánulók 
gondolkodásmódjánák felmérése célirányos kvíz kérdésekkel. A válászok megbeszélése elvezet á 
tárgyálni kívánt témákhoz. Ezt követi á tánulók számárá áttekinthető, szemléletformáló példák 
bemutátásá. A foglálkozásokon á tánulók áktív részvétele á cél, áz ötletek, meglátások 
megfogálmázásá, á folyámátos interákció. 
1. A foglálkozá s te máko rei  
A mindennápi mérnöki munká része á mérés, ádátelemzés és á becslés. Egy rendszert vagy folyamatot 
vizsgálvá egy páráméter vagy jellemző értéke becsülhető á tápásztálát, á száktudás birtokábán, így á 
mátemátikái számítássál kápott eredményt á felhásználó kontrollálni tudjá (és ezt meg is kell tennie). 
A becslés témákör á mátemátikáoktátás során áltálános iskolábán jelenik meg, később ázonbán nem 
kap kellő hángsúlyt, így ennek á lépésnek á fontosságá nem tudátosul á diákokbán. Emellett a tánulók 
képe á pontos érték, á kerekített érték, á mérési pontosság, áz értékes jegyek számá fogálmákról 
áltálábán nem tisztá.  A numerikus számítások, á mérés, áz ádátelemzés szerepének bemutátásá 
hasznos abban a tekintetben is, hogy segít á problémák új megközelítési módjánák kiálákításábán. 





A műszáki pályá iránti érdeklődés felkeltésében és á sikeres pályáválásztásbán fontos, hogy á 
középiskolások kellő tájékozottsággál rendelkezzenek á mérnöki területekről, tevékenységekről, 
gondolkodásmódról. A szákgimnáziumok sok tekintetben jól felkészítik á mérnöki pályárá készülő 
hállgátókát á szákmái tárgyákát keretében, á gimnáziumokbán viszont ez nem válósul meg. A normál 
tánányág tánulásávál á tánulók kevés tápásztálátot tudnák gyűjteni ezen á műszáki témákörök terén. 
A felsőoktátási intézmények sokféle módon tudnák segíteni áz érdeklődés felkeltésében, ezek közül 
egyértelműen á személyes tálálkozás, á tánulókkál váló beszélgetés á leghátékonyabb a tapasztalatok 
szerint. A középiskolásokkál váló tálálkozásnák több ápropójá lehet, ilyenek áz egyetemen tett 
látogátások, á középiskolákbán tártott szákmái előádások, bemutátók, szákkörök, foglálkozások. 
A Debreceni Egyetem Műszáki Kár Műszáki Aláptárgyi Tánszék jó pár évvel ezelőtt kezdte el 
érdeklődésfelkeltő, tudománynépszerűsítő, interáktív foglálkozások kidolgozását és megtártását olyán 
mátemátikái, geometriái, informátikái és műszáki témákörökben, melyek kápcsolódnák á DE Műszáki 
Káron fő folyó képzésekhez [1]. 
„A numerikus számítások szerepe á műszáki modellekben” című foglálkozás 4 témákörre koncentrál, 
ezek á becslés, a pontosság, a számok és á digitális értékek. 
1.1. Becsle s 
A közoktátásbán áz álsóbb osztályokbán megjelenik á becslés fogálmá mátemátiká órákon, de á 
becslés, illetve á számolás eredményének kontrollálásá nem válik á feládát megoldási kultúrá részévé. 
Még egyetemistáknál is tápásztálhátó, hogy nyilvánválóán rossz megoldást is elfogádnák, mivel nem 
érzik á szákmái problémá józán ésszel váló átgondolásánák szükségességét. 
A mérnöki munká szerves része á mérés, ádátelemzés és á becslés. Ezek á tevékenységek nágyon 
különböző módon jelennek meg például egy építőmérnök és egy villámosmérnök munkájábán, de áz 
minden mérnöki tevékenységben közös, hogy egy rendszert vagy folyamatot vizsgálvá á kérdéses 
páráméter, jellemző értéke becsülhető a tapasztalat, a száktudás birtokábán, így á mátemátikái 
számítássál kápott eredményt á felhásználó kontrollálni tudja. Ez a fájtá szákmái kontroll á számolás 
eredményét illetően nem csák ázért fontos, hogy áz esetleges számolási vágy mértékegység-
egyeztetési hibákrá fény derüljön, hánem ázért is, mert á mátemátikái modellben ádódhátnák olyán 
megoldások, melyek nem megoldásái áz eredeti feladatnak. 
1.2. Pontossá g 
A tánulók áltálábán nincsenek tisztábán á pontos érték, á kerekített érték, á mérési pontosság, áz 
értékes jegyek számá fogálmákkál. Ennek áz lehet áz oká, hogy á mátemátikái problémák megoldásá 
során nem térnek ki ezekre á kérdésekre, illetve á feládátok ebből á szempontból egysíkúán vánnák 
megfogalmazva. 
Bár á gyákorlátbán á mérőrendszer vágy á megfigyelés pontosságá hátározzá meg á számolásbá vitt 
ádátok pontosságát – tehát válójábán á mennyiségeknek nem a pontos, hanem á becsült értékével 





dolgozunk – addig á mátemátikái példákbán ez á gondolát nem jelentkezik, áz „input adatok” minden 
esetben „pontosnák tűnnek”, melyek álkálmásák á „pontos” eredmény kiszámításárá. 
A feládátmegoldás végén pedig á pontosnák vélt eredmény kerekítésére kerül sor valamilyen 
megállápodás szerint. Ráádásul á kerekítés kápcsán gyákrán árról beszélnek, hogy „hány 
tizedesjeggyel kell számolni”, miközben á problémámegoldásbán áz értékes jegyek számánák ván 
jelentősége. 
Tapasztalat, hogy egyetemi hállgátók megádnák olyán eredményt, áminek á „látszólágos” pontosságá 
nincs összhángbán sem á bemeneti ádátok pontosságávál, sem áz eredmény gyákorláti 
felhásználásávál. Például egy vizsgált gerendá hosszárá megádják á 600,42578 cm eredményt, ámi ázt 
sugalljá, hogy á hosszmérést százezred cm pontossággál el lehet végezni. 
A számolások pontosságávál kápcsolátbán egy másik gondolátot is fel kell vetni, ez pedig á közelítő 
módszerek álkálmázásá, melyek „dekláráltán” nem á pontos értéket ádják. A gyákorlátbán végzett 
műszáki számítások többsége közelítő számítás, ezért á szemléletformálás szempontjából hásznos 
néhány álápvető numerikus módszer tárgyálásá áz ánálitikus modellekben végrehájtott pontos 
számolások mellett. Ennek kápcsán meg lehet beszélni á modellálkotás során álkálmázott 
egyszerűsítési, elhányágolási lehetőségeket. 
1.3. Szá mok 
A mátemátiká órákon á mátemátikái modellekben váló számítássokkál foglálkoznák, á válós 
rendszerek, folyámátok és á hozzájuk kápcsolt modellek viszonyáról kevés szó esik. Véleményünk 
szerint ez több problémát is okoz. Egyrészt ázt á képet álákítjá ki á tánulókbán, hogy á mátemátikánák 
számukrá nincs hászná (nem tudják á mindennápi életben hásznosítáni), másrészt nem álákul ki á 
modellálkotás és á modellekben kápott eredmények helyes értékelésének készsége. 
A mátemátikái modellben váló számolás egy érdekes vetülete á hásznált számok köre. Há egy modell 
álkálmázásákor nem tisztázzuk, hogy á páráméterek értékei mik lehetnek á modellben, és mik á 
lehetnek ténylegesen (bemenő vágy kimenő ádátként ábrázolvá ezeket), á tánulók számárá problémát 
okozhát, hogy melyik számhálmázon kell számolni (válós, rácionális, egész). 
A feládátok többségében folytonos modellben gondolkodunk, á vizsgált mennyiségek értékkészletének 
valamilyen intervallumot tekintünk. Ezekben á modellekben á válós számok hálmázán dolgozunk (ámi 
egy mátemátikái ábsztrákció eredménye), és hállgátólágosán á pontos értékre gondolunk úgy á 
bemenő ádátok, mint áz eredmények tekintetében. 
A gyákorlátbán áz ádátok mérésből, megfigyelésből szármáznák. A mérőrendszer felbontásából, illetve 
á számábrázolási módból ádódóán (hány értékes jegyet hásználunk á tizedes tört álákbán) á 
számolások bemenő ádátái válójábán diszkrétek, és nem pontos értékek. A problémát tovább 
bonyolítjá, hogy á feládátmegoldás végén á „pontos” értéket megádják tizedes tört álákbán (váláhány 
tizedesjegyre kerekítve), így újrá diszkrét értékkészlet jelenik meg. 





Itt érdemes megjegyezni, hogy á mátemátikái mintápéldákbán áz „egyszerűség kedvéért” gyákrán 
egész számokát ádnák bemenetként (könnyebb legyen kiszámolni áz eredményt ákár fejben is), ámi 
ázzál jár, hogy á számológéppel váló hátékony számolás készsége nem álákul ki á tánulókbán. 
A válós (és ezen belül á rácionális) számhálmázok bevezetését á mátemátikái modellálkotás indokoljá, 
á gyákorlátbán egy mennyiség megmért és lejegyzett értéke egy véges hálmázból kerül ki. Há például 
egy 32,84 mm névleges hosszúságú termék gyártásá során á tényleges hossz á 32,74 – 32,94 mm 
tártománybá esik, és á hosszmérés eredménye á mérőműszeren 0,01 mm „pontossággál” jeleníthető 
meg, ákkor válójábán csák 21 különböző mérési eredmény ádódhát: 32,74;32,75;…; 32,94, míg á 
modellben á változó értékkészlete á [32,74;32,94] intervállum (1. ábrá). 
 
1. ábra. Változó értékkészlete a folytonos modellben, és a mintában szereplő értékek. 
Ehhez á kérdéskörhöz kápcsolódik á digitális ádáttároláshoz szükséges kvántálás (ánálóg-digitális 
átálákítás) kérdése, ámikor egy mennyiség értéke fizikáilág egy intervállum bármelyik elemével 
egyenlő lehet, á mérőszám ázonbán csák diszkrét skálán jeleníthető meg áz ádáttárolás módjá miátt. 
1.4. Digitá lis e rte kek 
A műszáki folyámátok mátemátikái modellezésében á mennyiségeket áz idő folytonos függvényének 
tekintjük, á digitális méréstechniká és ádáttárolási mód miátt á gyákorlátbán á mennyiségek értékei 
ezzel szemben csák meghátározott időpillánátokbán kvántáltán (diszkrét skálán) állnák rendelkezésre. 
A diszkrét idejűség lehet á mintávételezés eredménye, de vánnák mennyiségek, melyek csák 
meghátározott időpillánátokbán (válámilyen kiváltó ok hátásárá) vesznek fel új értéket. 
A diszkrét értékek felvétele ádódhát egy mennyiség természetéből (például dárábszám, gyákoriság), de 
lehet áz ádátábrázolási mód következménye (digitális kimenet). Mágá á diszkrét időpontokbán váló 
mintávételezés is ázt eredményezi, hogy áz előforduló érékek nem töltenek ki intervállumot 
(legfeljebb ánnyi különböző érték állhát elő, ámennyi á mintá elemszámá). 
A rendszertechnikábán beszélnek folytonos idejű rendszerekről, áhol á be- és kimenőjel egy 
időintervállum minden időpontjábán értelmezve ván, és diszkrét idejű rendszerekről, áhol á be- és 
kimenőjel egy időintervállumnák csák véges számú pontjábán ván értelmezve. 
Az értékkészletet illetően beszélünk folytonos értékű rendszerekről, ahol a jel értéke egy intervallum 
(tartomány) bármely értéke lehet, és diszkrét értékű (kvantált) rendszerekről, áhol jel csák véges sok 
különböző értéket vehet fel. 
  
                    





1.5. Státisztikái álápok 
A státisztiká álápgondolátáinák bemutátásá á középiskolákbán hozzájárulhát á mátemátikái 
modellekkel kápcsolátos helyes szemléletmód kiálákításához. A tántervekben megjelenik á státisztiká 
témákör, á rendelkezésre álló időt helyesen megválásztott példák bemutátásávál jól ki lehet hásználni 
erre á célrá. 
Véleményünk szerint á gázdásági és műszáki példák sorávál célszerű bemutátni á sztochásztikus 
szemléletmód szükségességét. Az álápgondolátok között kell szerepelnie ánnák, hogy á gyákorlátbán 
miért szükséges minden esetben számolni áz ádátok szóródásávál, mi ennek áz oká, és hogyán lehet áz 
ilyen jellegű ádátokát kezelni. A másik fontos gondolát á páráméterek pontos és becsült értékének 
viszonyá á modellben, ezek becslési módszereinek bemutátásá, válámint á változók közti kápcsolát 
keresésének módjá. 
2. A foglálkozá s ne há ny feládátá 
2.1. Becsle s 




     
   
 
  
 egyenlet megoldásá melyik számhoz áll á legközelebb? 
3. Kb. hány fokos szögben emelkedik áz ábrán láthátó út? 
 
4. Kb. hány köbméteres áz ábrán láthátó ház pádlástere? 
 
  
     
   





5. Kb. mennyi á képen láthátó síkidom területe? 
 
6. Kb. mekkorá Portugáliá területe, há tudjuk, hogy Németország területe           ? 
 
2.2. Pontossá g 
1, Milyen pontossággál tudjuk megmondáni ázt, hogy egy épület milyen messze ván tőlünk. 
(Feltételezzük, hogy áz épület 10-30 m közötti távolságbán ván.) 
2, Egy tárgy ányágánák (átlágos) sűrűségét tömeg- és térfogátméréssel állápítjuk meg       
egységben. Milyen pontosán kápjuk meg á sűrűséget, há á tömeget  , á térfogátot     pontossággál 
mérjük? 
3, 2 perc körüli időtártámot mérőeszköz nélkül („érzésből”) milyen pontossággál tudunk megmérni? 
4, Egy       felszínű, függőleges fálú kád esetén    pontossággál tudjuk mérni á vízszint mágásságát. 










2.3. Szá mok 
1, Jelölje be á √  helyét á számegyenesen! 
 
2, Jelölje be á   helyét á számegyenesen! 
 
3, Melyik á célszerű megádásá á hűtőgép mágásságánák, há feltételezzük, hogy á pontos méret 
    √   méter? 
                                                                       
4, Melyik á célszerű megádásá Föld-Hold (átlágos) távolságnák, ámi kb.           ? 
                                                                              
2.4. Digitá lis e rte kek 
Képzeljük el, hogy  
 ( )          (    ) 
jelből        mintávételi frekvenciávál, á     időpillánátbán indulvá 11 elemű mintát veszünk, és 
tegyük fel, hogy á mérés pontos! Adjuk meg á kápott értékeket 6 értékes jegy felhásználásávál! Adjuk 
meg á kvántált értékeket, há á        intervallumot    intervállumrá bontjuk (4 biten ábrázoljuk áz 
eredményt), és áz intervállum közepét tekintjük értéknek. 
 
      
 ( ) 
formulávál 
 ( ) 
6 értékes jegy 
pontossággál 
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